
Développement : Ellipsöıde de John-Loewner

Recasages possibles : 157, 203, 206, 219, 229, 253.

Référence : Analyse pour l’agrégation, Bernis2 (p. 271-283) - L’oral à l’agrégation de

mathématiques, Isenmann, Pecatte (p.263-270).

Développement 1 (Ellipsöıde de John-Loewner)

On appelle ellipsöıde (centré en l’origine) tout sous-ensemble de Rn de la forme

Eq “ tX P Rn | qpXq ď 1u où q est une forme quadratique définie positive sur Rn.

Lemme 1 Soient S P S``
n pRq, q la forme quadratique définie positive canonique-

ment associée à S, et }¨} la norme sur SnpRq subordonnée à la norme euclidienne

canonique }¨}2. Alors }S} “ sup
}X}2“1

tqpXqu.

Lemme 2 Si Eq est un ellipsöıde, alors Eq est convexe et la forme quadratique

définie positive q définissant Eq est unique.

Lemme 3 Soit Eq un ellipsöıde et Vq son volume. On note V0 le volume de la boule

unité (pour la norme euclidienne canonique), et S la matrice de q dans la base

canonique de Rn. Alors Vq “ V0?
detpSq

.

Lemme 4 L’application det : S``
n pRq Ñ R est strictement log-concave, i.e

@A,B P S``
n pRq, A ‰ B, @t Ps0, 1r, det

`

tA ` p1 ´ tqB
˘

ą detpAqt detpBq1´t.

Théorème 5 Soit K un compact de Rn d’intérieur non vide. Alors il existe un

unique ellipsöıde de volume minimal contenant K.

• Preuve du Lemme 1 : D’après le théorème spectral, il existe une base orthonormée

B “ pe1, . . . , enq de Rn formée de vecteurs propres pour S. Quitte à réordonner

B, on peut noter µ1 ě µ2 ě ¨ ¨ ¨ ě µn ą 0 les valeurs propres associées. Montrons

tout d’abord que }S} “ ρpSq “ µ1. Fixons X “
řn

i“1 xiei de norme euclidienne

1, i.e tel que
řn

i“1 x
2
i “ 1 puisque B est orthonormée. On a alors

}SX}
2
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›

›

›

›

›
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ÿ
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ÿ
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Ainsi,

}SX}
2
2 “

›

›

›

›

›

n
ÿ

i“1

xiµiei

›

›

›

›

›

2

2

“

n
ÿ

i“1

x2
iµ

2
i ď µ2

1

n
ÿ

i“1

x2
i “ µ2

1 “ ρpSq2.

Ceci justifie l’inégalité }S} ď ρpSq, mais en remarquant que }e1}2 “ 1 et que

}Se1}2 “ }µ1e1}2 “ µ1 “ ρpSq, on voit bien que }S} “ ρpSq. Montrons alors que

sup
}X}2“1

tqpXqu “ ρpSq.

À nouveau pour X “
řn

i“1 xiei tel que }X}2 “ 1, on a

qpXq “ px1, . . . , xnqMatBpqq

¨

˚

˝

x1

...

xn

˛

‹

‚

“

n
ÿ

i“1

µix
2
i ď µ1 “ ρpSq.

Par ailleurs, qpe1q “ µ1 “ ρpSq, et }e1}2 “ 1, donc on a bien

sup
}X}2“1

tqpXqu “ ρpSq “ }S} ,

ce qui conclut la preuve du Lemme 1.

• Preuve du Lemme 2 : Comme q est définie positive, l’application
?
q est une

norme sur Rn, pour laquelle Eq “ tX P Rn |
a

qpXq ď 1u est la boule unité

(fermée). En tant que boule unité pour une norme, l’ensemble Eq est donc convexe.
Par ailleurs, montrons que si Eq Ă Eq1 , alors q ě q1. Soit X P Rn non nul, on a

q

ˆ

X?
qpXq

˙

“ 1
qpXq

qpXq “ 1 donc X?
qpXq

P Eq Ă Eq1 et ainsi, q1

ˆ

X?
qpXq

˙

ď 1.

On obtient donc
1

qpXq
q1pXq ď 1 i.e q1pXq ď qpXq.

L’inégalité étant triviale pour X “ 0, on a bien q1 ď 1. Ainsi, si Eq “ Eq1 , en

considérant cette égalité comme une double inclusion, on obtient q ď q1 et q1 ď q,

soit q “ q1. Ceci conclut la preuve du Lemme 2 et nous permet de parler de la

forme quadratique définie positive associée à un ellipsöıde donné sans ambiguité.

• Preuve du Lemme 3 : D’après le théorème de réduction simultanée, il existe une
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Développement : Ellipsöıde de John-Loewner

base orthonormée B “ pe1, . . . , enq pour le produit scalaire canonique, qui est

orthogonale pour q. En notant yi les coordonnées d’un vecteur X dans cette

base, i.e

X “

n
ÿ

i“1

yiei,

comme q est définie positive, on voit qu’il existe µ1, . . . , µn ą 0 tels que

qpXq “

n
ÿ

i“1

µiy
2
i .

Alors, on voit que X P Eq ô
n
ř

i“1

µiy
2
i ď 1. Si x1, . . . , xn sont les coordonnées

dans la base canonique, alors par définition du volume, on a

Vq “

ż

Rn

1tqpXqď1udx1 ¨ ¨ ¨ dxn.

Or, la base B étant orthonormée, la matrice du changement de base de Bc vers B,
qui est la jacobienne du changement de variables xi Ñ yi (à inversion près), est de

déterminant ˘1, donc la formule du changement de variables donne (attention à

ne pas oublier que c’est la valeur absolue du jacobien qui apparâıt, d’où l’absence

de ˘)

Vq “

ż

Rn

1tqpXqď1udy1 ¨ ¨ ¨ dyn “

ż

Rn

1tµ1y2
1`¨¨¨`µny2

nď1udy1 ¨ ¨ ¨ dyn.

On effectue alors le changement de variables linéaire zi “
?
µiyi, dont la jaco-

bienne est la matrice
¨

˚

˚

˝

1?
µ1

p0q

. . .

p0q 1?
µn

˛

‹

‹

‚

,

pour obtenir

Vq “

ż

Rn

1tz2
1`¨¨¨`z2

nď1u

1
?
µ1 ¨ ¨ ¨µn

dz1 ¨ ¨ ¨ dzn “
V0

?
µ1 ¨ ¨ ¨µn

.

Or, à nouveau puisque la matrice de passage de Bc vers B est orthogonale, on a

detpSq “ MatBpqq “ µ1 ¨ ¨ ¨µn, donc finalement

Vq “
V0

a

detpSq
,

ce qui achève la preuve du Lemme 3.

• Preuve du Lemme 4 : Soient A,B P S``
n pRq tels que A ‰ B et t Ps0, 1r. Le

théorème de réduction simultanée, que l’on applique à A P S``
n pRq et B P SnpRq,

nous donne l’existe d’une matrice P P GLnpRq et D P MnpRq diagonale avec

coefficients diagonaux λ1, . . . , λn ą 0 telles que

A “ PJP et B “ PJDP.

On a alors

detpAqt detpBq1´t “ detpPJP qt detpPJDP q1´t

“ detpP q2t detpP q2p1´tq detpDq1´t

“ detpP q2 detpDq1´t.

et

det
`

tA ` p1 ´ tqB
˘

“ det
`

tPJP ` p1 ´ tqPJDP
˘

“ det
`

PJptIn ` p1 ´ tqDqP
˘

“ detpP q2 det
`

tIn ` p1 ´ tqD
˘

.

Ainsi, il nous suffit de montrer

det
`

tIn ` p1 ´ tqD
˘

ą detpDq1´t

Or, le membre de gauche est égal à
śn

i“1

`

t ` p1 ´ tqλi

˘

, et le membre de droite

est quant à lui égal à
śn

i“1 λ
1´t
i . Par stricte croissance de ln, il nous suffit de

montrer que

ln

˜

n
ź

i“1

`

t ` p1 ´ tqλi

˘

¸

“

n
ÿ

i“1

ln
`

t`p1´tqλi

˘

ą

n
ÿ

i“1

p1´tq lnpλiq “ ln

˜

n
ź

i“1

λ1´t
i

¸

.
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Développement : Ellipsöıde de John-Loewner

Or, par stricte concavité du ln, on a pour tout i P J1, nK,

ln
`

t ` p1 ´ tqλi

˘

ě t lnp1q ` p1 ´ tq lnpλiq “ p1 ´ tq lnpλiq,

avec inégalité stricte dès que λi ‰ 1. Or, comme A ‰ B, il existe i P J1, nK tel

que λi ‰ 1, et ainsi, d’après l’inégalité précédente,

n
ÿ

i“1

ln
`

t ` p1 ´ tqλi

˘

ą

n
ÿ

i“1

p1 ´ tqλi,

ce qui est exactement ce qu’on voulait montrer. On a ainsi prouvé le Lemme 4.

• Preuve du Théorème 5 : Montrons l’existence de l’ellipsöıde de volume minimal,

ce qui revient d’après le Lemme 3 à maximiser l’application déterminant sur

S``
n pRq. Fixons K Ă Rn un compact d’intérieur non vide. On munit l’espace

SnpRq de la norme }¨} subordonnée à la norme euclidienne }¨}2, i.e si S P SnpRq,

alors

}S} “ sup
}X}2ď1

t}SX}2u.

On se place dans un premier temps sur S`
n pRq, qui présente l’avantage d’être

fermé, ce que n’est pas S``
n pRq. On pose

C “
␣

S P S`
n pRq | @X P K, XJSX ď 1

(

,

de sorte que C XS``
n pRq est l’ensemble des matrices (dans la base canonique) de

formes quadratiques définies positives q telles que K Ă Eq. Montrons que C est

une partie compacte non vide de SnpRq. Comme on travaille en dimension finie,

il suffit pour la compacité de montrer que C est fermée et bornée.

¨ Montrons que C ‰ H. CommeK est compact, il existeM ą 0 tel que @X P K,

}X}2 ď M . Alors, la matrice S “ 1
M2 In est clairement dans C. En effet

S P S``
n pRq Ă S`

n pRq, et si X P K, alors

XJSX “

n
ÿ

i“1

x2
i

M2
“

}X}
2
2

M2
ď 1.

¨ Montrons que C est fermée. Soit pSkqkPN une suite d’éléments de C qui converge

vers S P SnpRq. Pour X P Rn, on a par Cauchy-Schwarz @k P N
ˇ

ˇXJSkX ´ XJSX
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇXJpSk ´ SqX
ˇ

ˇ

ď }X}2 }pSk ´ SqX}2

ď }X}2 }Sk ´ S} ÝÑ
kÑ`8

0

Ainsi, puisque pour tout k P N, tout X P Rn et tout Y P K, on a

XJSkX ě 0 et Y JSkY ď 1,

en passant à la limite sur k, on obtient XJSX ě 0 et Y JSY ď 1, ce qui

montre que S P C, et ainsi C est fermée dans SnpRq.

¨ Montrons que C est bornée. Soit S P C, et soit q la forme quadratique positive

canoniquement associée. On note (même si q n’est pas définie positive) encore

Eq “ tqpXq ď 1u Ą K. Comme K est d’intérieur non vide, il existe A P K et

r ą 0 tel que BpA, rq Ă K Ă Eq. Comme Eq est symétrique par rapport à 0

(car qp´Xq “ qpXq), on a aussi Bp´A, rq Ă Eq et enfin, par convexité, on a

Bp0, rq Ă Eq (faire un dessin). Or, Bp0, rq est exactement l’ellipsöıde associé à

la forme quadratique rq “
}¨}

2
2

r2 , donc par le raisonnement mené dans la preuve

du Lemme 2, l’inclusion Bp0, rq implique l’inégalité q ď rq. On utilise alors

le Lemme 1 :

}S} “ sup
}X}2“1

tqpXqu ď sup
}X}2“1

#

}X}
2
2

r2

+

“
1

r2
.

Ceci montre bien que C est bornée, et donc C est finalement une partie non

vide et compacte et SnpRq.

Le déterminant étant une application continue sur le compact non vide C, il admet

un maximum en Smax P C. De plus, ce maximum est nécessairement atteint sur

S``
n pRq car sur S`

n zS``
n pRq, on a det “ 0 et que

detpSmaxq ě det

ˆ

1

M2
In

˙

ą 0.

Ainsi, on a bien trouvé un ellipsöıde Eq (celui associé à Smax) contenant K et de

volume minimal, ce qui termine la preuve de l’existence.
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Développement : Ellipsöıde de John-Loewner

Montrons enfin l’unicité d’un tel ellipsöıde. On commence par montrer que C est

convexe. Soient S1, S2 P C et λ P r0, 1s. La matrice λS1 ` p1´λqS2 est clairement

symétrique (par linéarité de la transposée). De plus, si X P Rn et Y P K, on a

XJpλS1 ` p1 ´ λqS2qX “ λXJS1X ` p1 ´ λqXJS2X ě 0 ` 0 “ 0.

et Y JpλS1 ` p1 ´ λqS2qY “ λY JS1Y ` p1 ´ λqY JS2Y ď λ ` p1 ´ λq “ 1.

Ainsi, λS1 ` p1 ´ λqS2 P C ce qui montre que C est convexe.

Supposons alors par l’absure que S1 et S2 sont deux éléments de C maximisant

det. Par convexité, S1`S2

2 P C, on va montrer qu’alors son déterminant est stric-

tement supérieur à celui de S1 et S2. Pour cela, remarquons que comme on l’a

vu dans la preuve de l’existence, S1, S2 P S``
n pRq. Alors, en utilisant le Lemme

4, on obtient

det

ˆ

S1 ` S2

2

˙

ą
detpS1q ` detpS2q

2
“ detpS1q “ max

SPC
tdetpSqu.

Ceci est absurde, donc l’élément Smax maximisant det sur C est unique, ce qui

montre finalement l’unicité de l’ellipsöıde de John-Loewner.

Répartition des items à prouver selon les leçons :

• Leçons 157, 203, 219 : items 2,3,5

• Leçons 229, 253 : items 2, 4, 5

Commentaires et prolongements :

• L’inconvénient de ce résultat est qu’il ne considère que des ellipsöıdes centrés

en 0. Or, si l’objectif est d’approximer un compact d’intérieur non vide par un

ellipsöıde, on voit bien qu’il est totalement arbitraire de centrer l’ellipsöıde en

l’origine. Une première solution à ce problème est de translater le compact pour

qu’il contienne l’origine en son intérieur, puis d’appliquer le théorème et de faire

la translation inverse sur l’ellipsöıde obtenu. C’est mieux mais c’est toujours pas

tip top, puisque la translation choisie semble totalement arbitraire. Le véritable

théorème de John est en fait l’existence (et l’unicité) d’un ellipsöıde de volume

minimal contenant K, et de centre quelconque ! Pour cela, on reprend la preuve

du Théorème 5, mais en remplaçant le convexe compact C par

C 1 “
␣

pS, bq P S`
n pRq ˆ Rn | @X P K, pX ´ bqJSpX ´ bq ď 1

(

(voir commentaires sur le sujet dans leBernis2 ou dans le Isenmann, Pecatte).

• Une application tout aussi remarquable qu’inattendue (pour moi en tout cas)

de l’existence et de l’unicité de l’ellipsöıde de John-Loewner est le fait que tout

sous-groupe compact de GLnpRq soit contenu dans un conjugué de OnpRq.

Montrons ce résultat :

Soit G ď GLnpRq un sous-groupe compact. On commence par montrer qu’il ad-

met un produit scalaire invariant, c’est-à-dire qu’il existe une forme quadratique

q définie positive sur Rn telle que G Ď Opqq “
␣

g P GLnpRq : qg “ q
(

où on a

noté qg la forme quadratique sur Rn définie par qgpxq “ gpgxq. Pour cela, notons

B la boule unitée fermée de Rn et considérons l’application continue

f :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

G ˆ B ÝÑ MnpRq

pg, xq ÞÝÑ gx.

GˆB est compact en tant que produit de compacts, donc f
`

GˆB
˘

est compact.

Notons le K. Ce compact contient B car In P G, donc il est d’intérieur non vide.

On peut donc appliquer notre Théorème 5 et exhiber l’unique ellipsöıde Eq de

volume minimal qui contient K. On va alors montrer que G Ď Opqq. Fixons donc

g P G et considérons la forme quadratique qg dont la notation a été introduite

plus haut. Si y P K, alors il existe g P G et x P B tels que y “ g´1x. Alors,
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Développement : Ellipsöıde de John-Loewner

comme B Ď K Ď Eq, on a

qgpyq “ qpgyq “ qpxq ď 1 d’où K Ď Eqg .

De plus, on a vu dans le Lemme 3 que si Sg est la matrice de qg dans la base

canonique, alors Vqg “ V0?
detpSgq

. Or, Sg “ gJSg donc

Vqg “
V0

a

detpgJqdetpSqdetpgq
“

1
ˇ

ˇdetpgq
ˇ

ˇ

V0
a

detpSq
“

Vq
ˇ

ˇdetpgq
ˇ

ˇ

.

Ainsi, il suffit de voir que
ˇ

ˇdetpgq
ˇ

ˇ “ 1. Comme G est compact, et comme l’appli-

cation M ÞÑ
ˇ

ˇdetpMq
ˇ

ˇ est continue, elle est bornée sur G. Ainsi, il existe R ą 0

tel que pour tout k P Z,
ˇ

ˇdetpgkq
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇdetpgq
ˇ

ˇ

k
ď M . Comme detpgq ‰ 0, on voit

que cela n’est possible que si
ˇ

ˇ detpgq
ˇ

ˇ “ 1. Finalement, Vqg “ Vq et par unicité

de l’ellpsöıde de John-Loewner de K, on a Eqg “ Eq, puis qg “ q par le Lemme

2. Reformulons cela en termes matriciels et montrons que G est bien conjugué à

un sous-groupe de OnpRq. On a donc

@g P G, gJSg “ S,

ce qui veut dire que G est contenu dans le stabilisateur de S pour l’action de

GLnpRq sur SnpRq par congruence. Or, puisque S P S``
n pRq, il existe R P S``

n pRq

telle que S “ RJR “ RJInR, ce qui montre que S et In sont dans la même orbite

sous cette action. Ainsi, StabpSq et StabpInq “ OnpRq sont liés par la relation de

conjugaison

StabpSq “ StabpR ¨ Inq “ ROnpRqR´1.

On voit ainsi que R´1GR est un sous-groupe de R´1StabpSqR “ OnpRq, cqfd.
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